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Utrata statecznosci. Obcigzenia krytyczne

Statecznosc stanu rownowagi mozna najogolniej zdefiniowad jako odpornosc na
mate zaburzenia.

Jesli po bardzo matym odchyleniu od stanu rownowagi obcigzona konstrukcja wraca do
konfiguracji wyjsciowej, to o uktadzie mowimy ze jest stateczny (stabilny) - znajduje sie w
stanie rownowagi trwatej.

Jezeli nawet najmniejsze zaburzenie powoduje ruch uktadu i gwaftowng zmiane konfiguracji
mowimy ze uktad jest niestabilny.

O tym czy w stanie rownowagi uktad odksztatcalny jest stabilny czy nie, decyduje
zazwyczaj wielkos¢ obcigzenia. Obcigzenie, przy ktérym konstrukcja moze przejs¢ ze stanu
stabilnego do niestabilnego, nazywane jest obcigzeniem krytycznym, a stan uktadu przy takim
obcigzeniu nazywamy stanem rownowagi obojetnej lub rownowagi krytycznej.

Analiza statecznosci poprzez obliczenia uwzgledniajgce w petni zmiany konfigurac;ji
uktadu zachodzgce ze wzrostem obcigzenia jest trudna, pracochtonna i moze byc
przeprowadzona, zwykle numerycznie, tylko dla mniej ztozonych przypadkdw.

Z tego powodu w praktyce czesto przyjmuje sie pewne zatozenia upraszczajgce i badanie
statecznosci sprowadzone jest do zagadnienia na wartosci wtasne, z ktorego mozna wyznaczyc¢
obcigzenia krytyczne.




Kryterium energetyczne badania statecznosci

Statecznosc konstrukcji sprezystej mozemy badac oceniajgc zmiany catkowitej energii
potencjalnej AV wywotane przez bardzo mate odchylenie od stanu rownowagi.

» Jesli AV > 0, to odchylenie od stanu rownowagi wymaga dostarczenia energii, a wiec
istnienia dodatkowych oddziatywan zewnetrznych

(analizowany stan jest stanem rownowagi trwatej).

» Jesli AV < 0, to dowolnie mate odchylenie od stanu réwnowagi wywotuje

oddawanie energii, co w rzeczywistosci przejawia sie w ruchu uktadu i przejsciu w
potozenie rézne od pierwotnego (stan rownowagi nietrwatej).

» Jesli AV = 0, to uktad moze pozosta¢ w potozeniu pierwotnym lub przejs¢ do nowego
potozenia rownowagi (ukfad pozostaje w stanie rownowagi obojetnej - krytycznej).

Catkowity przyrost energii potencjalnej uktadu odksztatcalnego
wywotany matg zmiang (wariacjqg) pola przemieszczen mozna przedstawic jako:

1 1
AV =8V + =8V + =63V + -

2! 3! (Podobne do rozwiniecia w szere% Taylora) .
\ Af = fQx+dn) = f(2) = f'(D)dx + 5 £ () dx? + 3 7' ()dac? + -
pierwsza druga trzecia
wariacja V

wariacja V  wariacja V




* Warunek 8V = 0 jest warunkiem koniecznym réwnowagi!

Aby jednak ocenic rodzaj badanego stanu rownowagi, nalezy zbadac znak AV'.

* Podstawowe kryterium energetyczne badania statecznosci, tzw. kryterium Lagrange’a-Dirichleta,
ogranicza sie do badania drugiej wariacji:

przy 62V > 0 — réwnowaga trwafa,

2 o -
(Energetyczna metoda badania statecznosci) » przy 52V <0 rowno}waga nlejcrwa’fa, _ . '
przy §“V = 0 — stan réwnowagi krytycznej (obojetnej).

W metodzie elementdow skoriczonych catkowita energia potencjalna uktadu staje sie po dyskretyzacji
funkcjg przemieszczen weztowych V(q1,q, -, qy)-

* Przyrost energii AVodpowiadajacy zaburzeniu d{q} = |dq,,dqs, ..., dq,] mozemy przedstawi¢ w
postaci:

n v

AV = d i+ = Z"Z" o%v dq; dq;

J 8qi0q;

Zgodnie z kryterium Lagrange’a-Dirichleta ograniczymy sie do uwzglednienia pierwszych
i drugich pochodnych V. Zapisujgc w postaci macierzowej:

T 92V 92V
v oV {dq} 1 9q? 9q;9q, | (dq:
AV = S=—\1 ¢ t+=1dqq, ..., dg,] : : :
6q1 " oqy dq, 2 92V 92V dq,
| J \ 10g,0q; dq5 | }
¥

Zerowanie sie pierwszego cztonu rodwnania jest wiec warunkiemykoniecznym rownowagi ustroju,
a z rownowaga krytyczng mamy do czynienia, gdy dodatkowo drugi czton rownania jest réwny zero.




[ 0%V 0%V
ov ay‘{d91} 1 0q; GQﬂhhz{dg1}

AV = |—j, ..., +=1|dqq, ..., dqy,] : ; : :
dq, 0qn dq, 2 h in 92V 92V dq,
\ ) \ 10g,0q; g2 | }
I

Zerowanie sie pierwszego cztonu réwnania jest wiec warunkiemykoniecznym réwnowagi ustroju,
a z rownowaga krytyczng mamy do czynienia, gdy dodatkowo drugi czton réwnania jest rowny zero.

W efekcie warunkiem rownowagi krytycznej jest uktad rownan

0%V

* Przyjmujemy zwykle, ze mamy do czynienia z obcigzeniem jednoparametrowym, ktére
jest okreslone przez zatozony rozktad sit zewnetrznych i nieustalony skalarny mnoznik A, .

Wdwczas energia potencjalna V uzalezniona jest od wartosci parametru A..
Rozwiqzanie sprowadza sie do warunku:

2
det [—0 Vi)

= {0}
0q;0q;

* Podobnie jak w analizie drgan wtasnych, kazdej wartosci A, odpowiada wektor {dq};,
ktory opisuje ksztatt deformacji przy utracie statecznosci.




Przyktad 1 Pret nieskoficzenie sztywny na zginanie i sprezysty przy sciskaniu + sprezynka

Energie potencjalng tego preta mozemy wyrazi¢ wzorem:

AP
2 AN 1(1 - cosa) = qzilz ) ) 02
g q} 4 =Ek1Q% +Ek2q% — APqq _A*P%
EA l Badar?y przyrqst AV odpowiadajac.y zmianie catkowite;j
ki = e energii potencjalnej przy zaburzeniu {dq} :

FR% 92V
v av (9] 1 Zh 0qi0qy | (dq:

0q,0q; 042

k 0
P dqq 1 1 dqg,
AV = |k1q1 — AP, kaq —xh—q‘{ }+—ldq,qu P{ }
1 1Y | \2 2 | I 2) dg,) " 2 1 a2l | kz—A*T dq,

— w stanie _ Y

=0 rébwnowagi| 0 ‘

9 " 0
a1=""/k, det| kp=A.
= &

AP =kl

Dla takiej wartosci obcigzenia ustrdj przechodzi w stan krytyczny
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Analiza MES wyboczenia pretéw sciskanych

Sciskany pret znajduje sie w stanie réwnowagi:

W celu okreslenia warunkdéw stanu krytycznego nalezy zbadac nieliniowg czes¢ przyrostu AV, ktéra wigze sie w przypadku $ciskania
pretow z zaburzeniem osiowosci (zginaniem).

Niech w, - bardzo mate zaburzenie ugiecie preta (W celu uproszczenia zapisu czesto przyjmuje si¢ oznaczenie q; zamiast dq; )

Wskutek ugiecia przekroje kazdego elementu preta o dtugosci dx zblizg sie mierzgc wzdtuz osi preta o odlegtosc¢ du .

dx
ol

l
Praca obcigzen zewnetrznych na przemieszczeniach bedacych efektem zaburzenia: AW, = f)lN*(x)

w!)?

Ju =dx(1 - cosa) = dx

(w.)?

dx

sita normalna w przekroju

2

Przyrost energii potencjalnej odksztatcenia wigze sie z deformacjg zgieciowa: AU = f El (w.") dx
0

Przyrost catkowitej energii potencjalnej wywotane zaburzeniem w, jest rowny:

l l

1 A
AV = AU — AW, = Ej EI(w!)?dx — ?j N, (x) (w)?dx
0 0




W kazdym elemencie skoriczonym ugiecie w, mozemy przedstawic za pomocg funkcji ksztattu dla elementu belki.

Zl Nl(f)—1—3§—22+2s:—33
W, (&) = [N1(€), Ny(€),N3(€), Ny(E)] q§ 52 &3
Ny (§)=¢— Zl_+l_2
q4‘ e EZ 53
! _ ! ! 1A ! Ng(f) 3__21_3
WL(6) = IN'3 (), N'5(6), N'3 (), N (©) e oy
N, =
WL (€) = IN"3(6), N5 (6), N"5(6), N4 ()] (g N

Zmiane catkowitej energii potencjalnej AV, w elemencie skoriczonym o dtugosci [, mozna wiec przedstawic jako:
l

:—[q j {(N"}IN"]dé{q}, — que f N, (x) {N'}N']d¢{q}.

0

Ot tad 1 A . . _
rzymamy stg AV, = El 1olklofa@}e = = 1q)olks]o{q}e Macierz sztywnosci elementu belkowego:

6 3, -6 3,

1 2EI\31, 212 =31, I?
AV, = E lqje([k]e — A, [ka]e){q}e ‘ lile = T -6 -3l 6 3l
31, 12 31, 212

Jdi st normalna w przekroju et staa  m Jel sta w elemencie skoriczonym zmienia s liniowo oc

wartosé jednostkowa N, (&) = 1 mozemy wyliczy¢: sera do wartoéci jednostkowej: N,E) = 1 _E :

Macierz sztywnosci geometrycznej elementu belkowego: Macierz _elementu belkowego:
36 31, —36 3, 30 0 —36 6l
], = 1 |31, 42 =31, - ], = 1o 62 0o -I2
ole =301,|-36 —-31, 36 -3, 7l¢ T 60l,[-36 0 36 —6l,
|31, -—12 -3l, 4% 6l, —-12 —6l, 212 ]




W modelu MES sktadajgcym sie z wielu elementow skonczonych obliczamy zmiane energii AV
catego ukfadu, ktora jest sumg przyrostow energii AV, wszystkich elementow przy matym
zaburzeniu stanu rownowagi:

AV = %qu([K] — LK D{q}

Macierz zalezy od sit wewnetrznych, ktére powinny byé wczesniej obliczone dla
liniowego zadania statyki z podanym obcigzeniem.
Otrzymujemy ostatecznie uogdélnione zadanie na wartosci wtasne:

([K] = A [Ks1D1q}=0

* Wartosci wiasne okreslajg mnoznik skalarny A, , ktory moéwi, ile razy wieksze
powinno by¢ obcigzenie od wstepnie zatozonego zeby konstrukcja znalazta sie w
stanie rownowagi krytyczne,;.

« Odpowiednie wektory wtasne {q}; definiujg ksztatt deformaciji dla kolejnych
obcigzen krytycznych.

* Podobnie jak w analizie drgan wtasnych, wektory wtasne wyznaczane s3 z
doktadnoscig do statego mnoznika i nie dajg informacji o skali deformaciji.




Przyktad 2 Obliczy¢ za pomocg najprostszego modelu MES site krytyczng dla

preta obcigzonego jedynie statg sitg Sciskajaca

Rozwigzanie:

Rownanie charakterystyczne:

(2—421)2—(1+21)2=1512-181+3=0

12E1  , _,
A = l /1*1( = lZ —4 _
pierwiastki: 175 _ )
2 = lz

(K] - 2.[K,D{q}=0 QA :
6 3l —6 3l 36 31 —36 3l d1 0
2E] 212 =31 1> | _ M 412 =31 —I? 2\ _)0 Rozwiazanie $ciste:
E 6 —31| 300 36 -31| [as( " o —
212 412 ]/ \q4 0 Pl =
Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych: ()
Pkr_n2E1_9.8696-E1
[212 12] Al [412 —12] {QZ} _ {0} VST ST
12 212] 60EIl—12 412])\aqa 0 pir _ MEL _ 394784 I
2 l/ 2 [2
podstawiamy: | , _ AL | 2-41 14Ajga (o) (72
60E] 14+ 2—-42411q, 0

ql qs .

AA\QZ

1 r-nie: (2 4. )qz (1+§)q4=0—>1.2q2+1.2q4=0

lqjl — lO, — Uy, O; a*J

qZZ_N /CI4=6¥*
lrnie:(2—-4-1)q,+(1+1)qy,=0--2g,+2q,=0

|_qJ2 = |_Or Ay, O; a*J

qz =




Przyktad 3 Obliczy¢ za pomocg najprostszego modelu MES site krytyczng dla

preta utwierdzonego i obcigzonego wydatkiem sit p

d1
‘\CIZ qs ¢
Rozwigzanie: K] - A [K, -0 = = e —k = e —m L
Po uwzglednieniu f/\[/alunko'[w k])ziz}éowych: &@ l \ @
2E] po [N/m]
6 —3l 36 —6I1)/(493 0
(FL% -l )@ =0
dstawiamv: MK
podstawlamy: | _ _* 6—361 —3l+6I1 {Cls} _ {0}
1201 —31+612 212 —212211a. ~ Lo
Rownanie charakterystyczne: 3612 — 481+ 3 = 0
L . _ Obcigzenie krytyczne:
pierwiastki: £l , 1
) 1 =789 ) | p, =1 =7.89—
A = 0,06574 mp 1120 ‘»< l l
1, =1,268 _ El Rozwigzanie analityczne: 783751

lgl; =10,0,0.71733 - la,, a, |

lg], =10,0,0.1162 : la,, .|

a

4 B2

- \ 4= %

T ———— ¢, =0.1162 - la,

%

\gs=a,
a
/ q; = 0.71733 - la,
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[k]s =

[k]1 = [k]z =

Przyktad 4 Wyznaczy¢ site krytyczng i odpowiednig postac utraty statecznosci
dla ustroju przedstawionego na rysunku.

X l/2 3
| <
(IK] — A [KsD{gq}=0 \ 3
6 3, -6 3l
2E113l, 215 -3l 13
B|-6 -3l 6 -3l
3L, 12 -3l, 22 ds . qa 0t
5 6
; ki3 /E\ @\
il 2EI
el ki3 kzz‘ ;
(21 28I q7
Macierz globalna sztywnosci:
6 31, —6 31,
212 -3l 12
) kle ki3
6+(+ 31, 3l —6 3l, mEYT
212+212 -3, 12
6 —31,
212
symetryczna ki3
2EI

12




N /2 1/2
1 <
(IK] — A.[K,]){g}=0 7 E
k
36 3, —-36 3l
1|31, 412 =31, -I2
[ka]l = [kJ]Z = Wle —36 _3le 36 _3le
31, —12 -3, A4l qlf,\clz ;B s ,\616
3
q7
Macierz globalna sztywnosci geometryczne;j:
36 3l, —36
412 ~31,
1 36+36 31,31, —36 3,
[Ka]: 2 2 _ ]2
301, 41z +41% 3l, ls
36 —3l,
412
symetryczna
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Po uwzglednieniu warunkow brzegowych:

41 =q2= G5 =qe =q7 =0

[ ki3
2EI |12 +—% 0 Ao [72 0] q3 0
2E] SCYYE =
13 0 e 30,10 8IZ {q4} {o}
podstawiamy:
2 kI3 » 12+ B — 722 0 g1 (0
1= A p= [ Yo ]{ }:{}
60E] 2E1 0 415(1 —21)] \q4 0
Rownanie charakterystyczne:
12+ 1
(12+p-72)(1-24) =0 pierwiastki: 1= 7 Ay =3

48EI
12

i wtedy utrata statecznosci zajdzie w postaci 1:

Ay = (40+2—6°/3)f—§’

Jeslip <24 -k< - A1, <A, (staba sprezyna)

+ _ GOEI
Al — l2
e

I.qu = I_OIOJ CI3; 0;0;0;0J

N

48EI
12

i wtedy utrata statecznosci zajdzie w postaci 2:

Jeslip >24 -k > - A, <Ay (silna sprezyna)

__30EI

|_QJ2 - |_010) O; CI4; O;O)OJ

14




BADANIE STATECZNOSC!I ELEMENTOW KONSTRUKCYJNYCH.
WYBOCZENIE PtYT CIENKOSCIENNYCH

* W rzeczywistych konstrukcjach (gdy jeden lub dwa wymiary s3 mate w poréwnaniu do
pozostatych), przy pewnych krytycznych wartosciach obcigzen, wystepuje zjawisko zmiany
postaci rwnowagi ustroju, wywotane nawet niewielkimi zaburzeniami.

* Przejscie z jednej postaci rownowagi do drugiej zwigzane jest z reguty z bardzo duzym wzrostem
deformacji i naprezen, prowadzacym w wielu przypadkach do zniszczenia ustroju.

* Badanie statecznosci polega na sprawdzeniu, czy konstrukcja jest odporna na zmiane postaci
rownowagi pod wptywem zaburzen.

* Celem jest wyznaczenie takiej wartosci obcigzenia, przy ktérym konstrukcja traci statecznosc,
tzn. dowolnie mate zaburzenie prowadzi do zmiany postaci rownowagi.

* Przyktadowo dla smuktej, prostej belki sciskanej model zjawiska zaktada dwie postacie
rdwnowagi wystepujgce rownoczesnie przy obcigzeniu sitg krytyczng Pkr w punkcie bifurkacji.

A
p P

punkt
\ 4 bifurkacji
W
4—@ P

w

/ST T >

Postac pierwotna dotyczy stanu przed utratg statecznosci, w ktorym os belki pozostaje prosta, druga postac dotyczy
stanu po utracie statecznosci, w ktdrym os belki jest wygieta.
W rzeczywistosci przy obcigzeniu krytycznym belka ulega zwykle zniszczeniu.
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Punkt bifurkacji jest cechg rownan w modelu matematycznym opisujgcym utrate statecznosci i
czesto niedokfadnie oddaje fizyke zjawiska.

W przypadku ptyty, po utracie statecznosci ustroj moze jeszcze przenosi¢ obcigzenia pozostajgc w
rownowadze i w stanie sprezystym, a przejscie z jednej postaci rOwnowagi w drugg jest tagodne.

A
N |y N

rd

w Nkr
punkt

{ s
bifurkacji

A
‘({ =

-

W

Przekroczenie obcigzenia krytycznego w przypadku ptyt zwykle nie prowadzi do ich zniszczenia (zalezy
to miedzy innymi od sposobu podparcia krawedzi). Plyta zaczyna sie falowac oraz znacznie spada jej
sztywnosc¢ w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny srodkowej.

Czesto takie zachowanie sie ptyty uwaza sie za niedopuszczalne i obcigzenie krytyczne przyjmuje sie
za obcigzenie niszczace. Dokfadne zachowanie sie ptyty sciskanej lub Scinanej przy obcigzeniu
przekraczajgcym obcigzenie krytyczne mozemy otrzymac rozwiqzujgc nieliniowe rownanie
rownowagi. Jest to zadanie dosc trudne, szczegdlnie przy ztozonych obcigzeniach i warunkach
brzegowych.

Znajomosc¢ postaci wyboczenia pozwala konstruktorowi zaprojektowaé odpowiednie wzmocnienia
zwykle w postaci usztywniajgcych zeber, ktére podwyzszajg wartosc obcigzenia krytycznego. W
typowych cienkosciennych konstrukcjach lotniczych wzmocnienia w postaci zeber i podtuznic

stanowig szkielet podpierajgcy cienkie pokrycie. innym czesto stosowanym sposobem podwyzszenia
obcigzenia krytycznego jest tworzenie ptyt przektadkowych o duzej zastepczej sztywnosci ptytowe;. 16




CienkosScienne powtoki tracg statecznosc ulegajgc pofalowaniu w obszarach Sciskanych i scinanych.

Okreslenie obcigzen krytycznych dla powtok jest znacznie trudniejsze niz dla ptyt ze wzgledu na
bardziej ztozone réwnania, w ktérych uwzglednione sg jej krzywizny, a krytyczna wartos¢ obcigzenia
odpowiadajgca punktowi bifurkacji moze by¢ zawyzona kilkakrotnie.

W AN

N Nkr

punkt
ju

bifurkaciji

Czesto w przypadku powtok nie mozna mowié o naprezeniach krytycznych, jako o wartosci, przy
ktdrej nastepuje tagodne przejscie z jednej postaci rownowagi w druga, gdyz przejscie moze miec
charakter przeskoku. Rzeczywiste powtoki sq czesto bardzo dalekie od ideatu. Istnienie wstepnych
niedoktadnosci obniza znacznie wartosc obcigzenia krytycznego oraz utatwia proces przeskoku. Z tego powodu

liczgc sie z realnym wykonaniem powtok jak rowniez z faktem, ze bardziej gruboscienne powtoki mozna wykonac
doktadniej niz cienkoscienne podwyzZzszamy odpowiednio wspotczynnik bezpieczenstwa podczas projektowania.

Istnieje wiele poradnikdw inzynierskich, w ktérych na podstawie wieloletnich analiz i badan
doswiadczalnych podano szereg wzordow okreslajgcych bezpieczne ze wzgledu na wyboczenie
obcigzenie dla réznych powtok. Niezbedna jest jednak przewaznie znajomosc¢ obcigzenia krytycznego, ktérego
sposob okreslenia zostanie tutaj przedstawiony.
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* Dokfadne zachowanie sie powtoki sciskanej lub skrecanej przy obcigzeniu zblizonym lub wiekszym od
obcigzenia krytycznego z uwzglednieniem rzeczywistych ksztattéw geometrycznych mozna otrzymac
rozwigzujac nieliniowe rownania réwnowagi. Jest to zadanie trudne szczegdlnie przy ztozonych ksztattach
geometrycznych, warunkach brzegowych i obcigzeniach.

* Obecnie takie przypadki analizowane sg gtéwnie za pomocg MES. W metodzie elementéw skoriczonych
najprostsze obliczenia statecznosci konstrukcji polegajq na znalezieniu postaci utraty statecznosci i wartosci
obcigzen odpowiadajgcych przejsciu z jednej postaci rownowagi w drugq w punkcie bifurkacji.

* Najwieksze znaczenie ma pierwsza postac utraty statecznosci.

Linearyzacja nieliniowych réwnan wokot poczagtkowego potozenia réwnowagi (belek, ptyt,
powtok) prowadzi do uktadu réwnan w postaci zagadnienia na wartosci wiasne:

([K] = A[Ks11q}=0

Okreslenie obcigzenia krytycznego oraz postaci wyboczenia nastepuje w dwoch krokach:

1) Rozwigzanie statyczne dla okreslonego obcigzenia ([K]{q} = {P}), po ktérym nastepuje obliczenie
macierzy [K;],
2) Rozwigzanie zagadnienia na wartosci wtasne czyli obliczenie A, i {q},

gdzie: A, jest wspoétczynnikiem moéwigcym, ile razy nalezy zwiekszyé obcigzenie statyczne {P}, dla
ktorego okreslana byta macierz [K, ], aby stato sie ono obcigzeniem krytycznym,

{q} — wektorem opisujgcym postac utraty statecznosci.
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Przyktad 5a Ptyta sciskana podparta przegubowo na brzegach

Plyta o wymiarach a= 885mm, b= 302mm, h = 2,5mm, wykonana z duraluminium (E=70000 MPa, v=0.33) zostata
obcigzona wydatkiem $ciskajagcym na brzegu 1 swobodnie podparta na czterech krawedziach (u,=0).

2 2 | k=4
Z o=kt EMITT G =177 MPa

1 12(1 - 1/2) b? Build 19.2
lh £ " (rozwigzanie $ciste) L0 10,

Zadane obcigzenie: ..
25 N/mm

=1

ANSYS Rels
Build 19.:
HOV 15 20
13:29:32

Naprezenia sTee1
Sciskajgce 10 MPa

O — MW B GO | ®

Model MES
(shell181)

1. Analiza statyczn
(PRESTRESS ON)

. . . 1
Naprezenia krytyczne NODAL SOLUTTaN

1.96397*10 MPa=
=19.6397 MPa

Naprezenia krytyczne

1.78276%10 MPa=

-17.8276 MPa RS-0

PowerGraphics
EFACET=1
AVRES=Mat

DMK =.072755
SMY =-.072695
SME =.072755
-.072695
-.056534
-.040373
-.024211
-.00805
008111
024272
.040433
.056594
072755

RECCRECNN

-054885

2. Buckling analysis
(druga postac)

2. Buckling analysis
(pierwsza postac)
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Przyktad 5b Ptyta Sciskana utwierdzona na brzegach

Plyta o wymiarach a= 885mm, b= 302mm, h = 2,5mm, wykonana z duraluminium (E=70000 MPa, v=0.33) zostata
obcigzona wydatkiem $ciskajagcym na brzegu 1 utwierdzona na brzegach.

N

j brzeg ulwierdzony

|

TN prreg proeguboRtpadparty
| brzeg

i;au-ﬁ%fmy ce(3)

N

JE:_*

A

1
|

2. Buckling analysis
(pierwsza postac)

2 Eh? £§=735

Tir = 12(1 — v2) b2

e

(rozwigzanie sciste)

1. Analiza statyczna

(PRESTRESS ON)

Naprezenia krytyczne
3.30754*10 MPa=
=33.0754 MPa

Naprezenia
Sciskajgce 10 MPa

13:54:36
PLCT NO. 1
DNCDAL SCLOTICN
STEP=1

B =1
FACT=3.30754

U

RSYS=0

PowerGraghics

EFACET=1

AVRES=Mat

DM =.070489

SMY =—.070489

SMH =.070489
-.070489

NE0ONE0NN

-070489

Oxr = 32.5 MPa

Model MES
(shell181)

2. Buckling analysis
(druga postac)

Zadane obcigzenie:
25 N/mm

Naprezenia krytyczne
3.36877*10 MPa=
=33.6877 MPa

ELEMENTS

PowerGrapt

EFACET=1

PRES-NORM
e

13:54:47
PLOT NO.

h

1

NCDAL SCLUTICH

STEP=1




Przyktad 6 Ptyta scinana

Ptyta o wymiarach a=630mm, b=520mm, h=2mm, zostata wykonana z kompozytu o zastepczych wtasnosciach
mechanicznych rownych: modut Younga E=45926 MPa, liczba Poissona v=0.33. W celu wprowadzenia statych
naprezen stycznych ptyta zostata umieszczona w czworoboku przegubowym wykonanym z pretédw stalowych o
przekroju A,=1000 mm? (E =2-10> MPa, v,=0,33) obcigzonym sitg pionowa w narozu Ptyta z pretami ma tylko
wspolne przemieszczenia — potgczona jest przegubowo.

< ‘a> i 2 7
} Db e i)
3t "I_j * e
f— 17l B e
5 5 41'/ 3 ,J 2 1. Analiza statyczna &gﬁ’fmﬁm
— 3 e STRE—
v =g En = — 3 (PRESTRESSON) .-
fer 12(1 — Vz) b2 > l/ 3‘ a énsxxgs:q (?‘{VG)
____‘==l:::::::1"””’7 é% ii E?ng%i?phlcs
. .o V. 2] AVRES=Mat
(rozwiqzanie Sciste) a0 B 2 o =091
4 il g s
825 " 1592627 _ o 1gmp “ .
= 0. = D. 7
Ter 12(1-0332) 5202 ¢ Z
Fkr=5.18MPa*520mm*2mm=5387N ;j
4£

Model MES
(shell181 i Link180)

Srednie naprezenia tnace:

1000N/520mm/2mm=
=0.9615 MPa

15:14:37
PLOT NO. 1
NCDAL SCLOTICH

Naprezenia krytyczne
5.45922*0.9615 MPa=
=5.249 MPa

RSYS-0

2. Buckling analysis
(pierwsza postac)

2. Buckling analysi
(druga postac)

F kr= 545 9 N PowerGraphics PowerGraphics
EFACET=1 EFACET=1
AVRES=Mat AVRES=Mat
DMK =.49334 DMK =.287132
SMT =—.014348 SMY =—.276329
SM =.49334 SM =.287132
F r
= —.014348 = :.276329
] .042061 ] 213722

.098471 —.151115
[ s

.154881 088508
= =

.211291 —.025902
I TR B o605
[ ]

.324111 099312
[ [

.380521 161919
= =
| 436931 ] .224526

49334 L287132

21




Przyktad 7a Powtoka walcowa: R=100mm, H=300mm, h=1mm, E=7e4 MPa, v=0.33

%) ) c)
51‘ powtoka rzeczywisla

A

L.
.

pawioka tdealna

B COISEGIR=
X

Rys. 11.28. Warianty przeskoku sciskane]j powloki eylindryecznej
a) przeskok na maszynie sztywne]; b) przeskok na maszyme obciaznikowej.
&

h 0.5
O-kr 06EE_06 764m_210MPa

B h
Ojer = 0'37EE = 129.5MPa

e e
- —_
— T —_

D h
Or = 0.26EE = 91MPa

D1 h
Oy = 0'19EE = 66.5MPa




Przyktad 7b Powtoka walcowa: R=100mm, H=300mm, h=0.5mm, E=7e4 MPa, v=0.33

I H Fuild 19.2 L.
Sciskanie w0 15 2624 Naprezenia krytyczne
ELCT YO, 5.78937*20 MPa=351,71.3"
NODAL SOLUT: LOT 0. 1
gUT%Fj =115.8 MPa wonan scuortas
TIME-1 : sibicL
57 Al
vey FRCT-5 .7852%7]
PowerGraphic ROTT=
EFACET=1 Powemreliphics
A EFACET=
Ojr = 210MPa AURBS At
S it
B SMYT —.
Oier  129.5MPa o = 517507
2 014135
. ob. ~ 91MPa 50000
1. Analiza statyczna e B 007082
—~.003555
(PRESTRESS ON) op ~ 665MPa | - 29%-0a
B o704
B 01055
014077
-017603

2. Buckling analysis
(pierwsza postac)

walec sciskany 20MPa

ﬂ Naprezema krytyczg& 15 2u24
- . 3.37898%20 MPa= 20:26:20
I - I%D%ELNSCBLUT%@T
=67.6 MPa Tt

oD
FACT=3.37898
UX (B

RSY3=50LU HSYS=5eE—
PowerGraphic PowerGraphics
EFACET=1 EFRACET=1
RVRES=Mat AVRES=Mat
DLe—=Tt3645, DMX =.037928
MY =20.1208 SMY =-.037921
MK =20.1208 SME =.0237921
—.037921

1. Analiza statyczna
(PRESTRESS ON)

BECCROTEN

-037921

2. Buckling analysis
(pierwsza postac)

walec scinany skretnie 20MPa 23




Przyktad 8a Keson zginany bez paséw: L=1500mm, B=300, H=100, G=0.5, E=7e4 MPa, v=0.33

Przemieszczenia UY

Keson bez pasow

Obcigzenie krytyczne
.05534*.01 MPa=>» 5.5%

§ TYPE NUM
I\T TS ?\S ?l?%.i*NORM
>\\S
ey
/\>\< /T/ T <>/, //
A S//

Obcigzenie ci$nieniem
0.01MPa (100%)

1. Analiza statyczna
(PRESTRESS ON)

2. Buckling analysis
(pierwsza postac)

/TITLE,Keson bez pasow
*SET,H,100 ! wysokosc
*SET,B,500 ! szerokosc
*SET,L,1500 ! dlugosc
*SET,npas,4 ! liczba pasow
*SET,grub,0.5 ! grubosc pokrycia
*SET,R_pas,5 !promien pasa
*SET,grub_zebr,2 ! grubosc zebra
*SET,E_SIZE,10 ! rozmiar elementow
*SET,F_SILA,1000 ! sila pionowa
*SET,pressure,0.01

*SET,EE,7e5
*SET,NI,.32
TIME-1 TIME=1
%YS . (RVG) 37 (AVE)
= RSYS-0
PowerGraphics PowerGraphics
EFACET=1 EFACET=1
AVRES=Mat AVRES=Mat
DM =27.7487 DM =27.7487
SMY =-.499023 SM =-1734.4
SMX =27.7483 SME =1§%132
—.499023 - .
= > 63957 o 1368.43
-1002.46
O o778l |
-636.484
0 891675 |
—270.511
12,0553 m
= 95,462
15.1939 1
1 : 461,435
18.3325 1
= o0 e . . B 927.409
= 21 " Naprezenia wzdtuzne SZ g 1193.38
mm 246097 . 1559.35
27.7483 (membrane+bending)
g%&m:i (BVG)
R3YS=0 ) ‘ MIDOLE
PowerGraphics RIYS=(
EFACET=1 PowerGraphics
AVRES=Mak EFACET=1
DM —.057036 EVRES-Mat
SMX = 057036 DMK =27 .7467
— 0006337 SMI =-383.437
— SMX =366.098
O 012675 293437
— 018012 mm 300.155
= .025349 O 2l6.874
— .031686 ] —133.592
O 028024 mm 205104
O oaasa O 32.9713
mm 050698 1 138-233
.057036 L . B 199.535
Naprezenia wzdtuzne SZ wm 222-819

(membrane)




Przyktad 8b Keson zginany z pasami: L=1500mm, B=300, H=100, G=0.5, E=7e4 MPa, v=0.33

. T /TITLE,Keson z pasami
S

\ FRES—NORM 4

@x\s -0l
Ty
%\/ e

//

. .
= Obcigzenie ci$nieniem
e \
Y\\@// 0.01MPa (100%)
]

Przemieszczenia UY

(PRESTRESS ON)

Obcigzenie krytyczne
1.56*.01 MPa=>» 156%

1. Analiza statyczna

2. Buckling analysis
(pierwsza postac)

*SET,H,100 ! wysokosc

SET,B,500 ! szerokosc

*SET,L,1500 ! dlugosc

*SET,npas,4 ! liczba pasow
*SET,grub,0.5 ! grubosc pokrycia
*SET,R_pas,5 !promien pasa
*SET,grub_zebr,2 ! grubosc zebra
*SET,E_SIZE,10 ! rozmiar elementow
*SET,F_SILA,1000 ! sila pionowa
*SET,pressure,0.01
*SET,EE,7e5
*SET,NI,.32

SMH =1.95374
— .217082
|

434164
[

651247
[

.868329
[

1.08541
[

1.30249
[

1.51958
=
| 1.735666

1.95374

RCT=1 . 56027
S -

CMX =.063554
SM =.063554
0

007062
.014123
L021185
.028246
.035308
.042369
.049431
.056492
.063554

BECOROONN

Naprezenia wzdtuzne SZ
(membrane+bending)

Naprezenia wzdtuzne SZ mm
(membrane)

PowerGraphics
EFACET=1

-16.7363
17.6844
52,1051
86.5258

-
-

=

B 51156
=

]

—

B o) o

EFACET=1




Przyktad 8c Keson zginany z pasami NL geom: L=1500mm, B=300, H=100, G=0.5, E=7e4 MPa, v=0.33

Obliczenia nieliniowe geometrycznie

Y. TIME=8 . 8298
(AL 7 )

s i PowerGraphics
E?X%%i?pmcs EFACET=1
AVEES=Mat AVRES=Mat
CMX =17 .8089 DMK =17 .8089
SMT =-1.11824 SMT =—2614.04
SME =17.7943 SMX =2879.67
mm 11824 — :%8%%8%
923156 — .
= -1393.22
3.08455 0
— ~782.805
5.18594
= Bl 72k
0 /.28734 — .
9,32873 o 438.021
1 9174901 = 1048.13
] .
. . = 13.5915 B lese.es
Przemieszczenia UY B 15-6%29 mm 2269.26
2879.67

17.7943

dla 883% obcigzenia

Naprezenia SZ (membrane + bending)

dla 883% obcigzenia foisiel
NCDAL, SCLUTTICN
STER=1

SlE

LirsL Lvss

NCDAL SCLUTICN
STEP=1

PowerGraphics

PowerGraphics EFA:E,I 1
AVRES=Mat
FFACET=1 =
. CMX =17.8089
AVERES=Mat _—
= SMN =—2614.04
CMX =17.8088 —
— SMK =2879.67
SMN =—1372.68 To614.04
SMK =1352.9 [ :
= 2003.63
1372.68 _
_ 1393.22
1069.83 _
_ 782.805
766.993 _
_ 172.392
464.152
_ 438.021
161.31
1048.43
141.531
1658.85
444 .373
2269.26
747.214
2879.67
| 1050.06
1352.9

Naprezenia SZ (membrane)
dla 883% obcigzenia
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0

Obliczenia nieliniowe geometrycznie i materiatowo

REYS=U
PowerGraphics
EFACET=1
AVEES—Mat:
- DMX =4 ,03379
SMY =.154E-17
SMX =4.03879
154E-17
o 449754
D -297508
= 1.34626
B 1.79502
T 2.24377
/] 2.69252
= 3.14128
. . 3.59003
Przemieszczenia USUM L IR
dla 205% obciazenia Zredukowane odksztatcenia
Ea plastyczne (membrane + bending)
o ..
MOV 16 2024 son z pasami PL NL dla 205% obcigzenia
18134117
PLOT TNO. 1

NCDAL SCLUTTCIT
STEP=1

BECOROCNN

-403F-03

Zredukowane odksztatcenia
plastyczne (membrane)
dla 205% obcigzenia

Przyktad 8d Keson zginany z pasami PLNL geom: E=7e4 MPa, v=0.33, R0.2=280MPa, Eu=500MPa

TIME=2 . 0542
EPREIECV (B

5

|
|
[
o -162E-03
[
1
=
|

-410F-03

NOW 16 2024
18:33:53

PLOT INO. 1
NCDAL SCOLOTTICN
STER=1

oM =4,03879

=.315E-07
SMX =.410E-03
L315E-07
L456E-04
L912E-04
L137E-03
L182E-03
V228503
L2774F-03
L319E-03
L365E-03
LA10E-03

N0 CEOONN
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Przyktad 8a Keson skrecany: L=1500mm, B=300, H=100, G=0.5, E=7e4 MPa, v=0.33

7
- (jbﬁ{
T _Obcigzenie parg sit %) _
P ///////// 1. Analiza statyczna
[ s (PRESTRESS ON)
s000 // 50 / / SUB =1
< TIME-1
’// / o (AvE)
RSYo=
PowerGraphics
EFACET=1 R
AVRES=Mat
AR 2_8223259 Z pasami
SMY =—. . .
SMK =.568818 Przemieszczenia UY
- —.868689
= 675632
0 482576
[ 28952
w2
bez pasow 2 s0ea0
= .482706
Przemieszczenia UY mm -§/51%7  Keson skrecany z pasani

2. Buckling analysis

(pierwsza postac)
Keson skrecany bez pasow
G,
[ 0y
RSYS=0
PowerGrarhics
EFACET=1
AVEES=Mat
DMK =. 057287
SMT =—.051884
SMK =, 057287
—.051884
= —.039754
O 027623
bezpaséw B - T
— oosve’
— nz0897
033027 .. .
beiazenie k o 045157 Obciazenie krytyczne
L05T287
0 ciazenie krytyczne FACT=2.3107 = 231 %

FACT=.382 2 38 %

CMY =.836212
SMN =—.819756
SMX =.819798
—-.819756

BECCRECNN

FACT=2.310
. BVG)

CMX =.067742
SM =—.054176
BMK =.067742
—.054176
—.040029
—.027083
-.0135306
.100E-04
L013557
L027103
.040049
.054196
007742

NECOROCEN
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L.

(\\
2

§

15mm

15mm

20mm

15mm

16mm

Initial

15mm

15mm

25mm

NOV 2 2024
09:26:50

PowerGraphics
EFACET=1

MAT DNOM
FRES-TICRM

.1

VNS MESH v14hl6M FULL IC1

EUROfusion Structural analysis of the cryostat (VNS Feasibility study 2024)

Shell
elements

Contact

elements

Beam
elements

— o ——

Solid

VNS_MESH v13h16M FULL, LC1 elements

WIS MESH v13hleM FULL 1.1
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©

=

EUROfusion Load case 1: Normal operation (P + D)

ANSYS 2024 R2
Build 24.2

PLOT NO. 1
NCDAL SCLUTICH
STEP=1

SUB =1

TIME=1

BECCNECN.

VNS MESH v14h16M FILL T.C1
WIS MESH w1d4h16M FULL 1.C1

Von Mises stress (Pm+Pb) [MPa] Von Mises membrane stress (Pm) [MPa]
Load case 1: Normal operation (P + D) Load case 1: Normal operation (P + D)

Build 24.2
NOV o 2 2024
16:29:25

PLOT TO. 1
NCDAL SCLUTICH

RECCREONN

4

Vi MsH ST

ANSYS 2024 R2
Build 24.2
NOV o 2 2024
16:18:16

PLOT MNO. 1
NCODAL SCLUTTCN
STEP=1

SUE =1

TIME=1

SECV (B
MIDDLE
PowerGraphics
EFACET=1

| (SIWNIRN | |

Build 24.2

NOV 2 2024
16:31:05

FLOT NO. 1
NCDAL SOLUTTICIT

AN0CRE0N
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= Buckling modes 1-6 for Load case 1: Normal operation (P + D)

ANSYS 2023 Rl ENSYS 2023 RL INSYS 2023 R1
Build 23.1 Build 23.1 Build 23.1
OCT 1 2024 OCT 1 2024 OCT 1 2024
19:40:16 19:40:19 19:40:22
PLOT NO. 1 NO. b FLOT NO. 1
NODAL SCLUTICK NODAL_SCLUTICHN NODAL SCLUTICN
STEP=1 STEP=1 STEP=1
SuB =1 SUB =2 SUB =3
FACT=3.43948 FACT=3.49162 FACT=3.49164
UxX (RVG) (AVG) (mvG)
RSYS=1 RSYS=1 i RSYS=]
PowerGraphics PowerGraphics
EFACET=1 EFACET=1

1005048

Mode 2

Ty T VINS_MESH_v14h16M FULL LCL LF=3.49 VIS, MESH v14K1 64 FULL, 161

AYSYS 2023 1 ANSYS 2023 Rl

Build 23.1

SUB =t
FACT=3.77934
0):¢ AVG)

PowerGraphics
EFACET=1

1004345

Mode 4 Mode 6

VNS_MESH v14hl6M FULL 1C1 VNS_MESH v14h16M FULL LC1

LF=3.62 LF=3.62

VNS_MESH v14h16M FULL LCL

LF=3.78
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D) EUROfusion

& Protection against Collapse from Buckling - Elastic — Plastic Analysis 2.4 (P + D)

[ [RMNION |

Monitored
point

Figure 5-9 Radial displacements [mm] for LF=2.41- Final model: Elastic — Plastic Analysis 2.4 (P + D)

25

22.5

20

17.5

VALD

12.5

10

1.5

WS MESH v15%h16M FULL LC1 ML

Figure 5-11 Radial displacement of the monitored point as a functions of the Load Factor
- Final model - Elastic — Plastic Analysis 2.4 [P + D)

700
-1 -
600
-
P
- /
500
~ -
g 400 -
= P
[ ~
g r
= 300 —
@ /7
200 +f; Steel 304L true stress strain curve
100 — = Steel 304 true stress strain curve
0 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Strain

ANSYS 2024 R2
Build 24.2
Nov 4 2024
15:05:15

PLOT MO, 1
NCDAL SCLUTICHN
STER=1

SUB =10
TIME=2.40937
NLEPEQ — (AVG)
RSYS=1
PowerGraphics
EFACET=1
AVRES=Mat
DMK =104.064
SMK =.026452
0
.500E-03
.100E-02
002
.Q03
.004
005
.006

.01

AUCRECNN

WS MESH v15X¥hl6M FULL 101 NL

Accumulated Equivalent plastic strain for LF=2.41- Final model:
Elastic — Plastic Analysis 2.4 (P + D)
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